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ABSTRACT
I n  C h a p t e r  I  o f  t h i s  p a p e r ,  we c o n s i d e r  t h e  p r o b l e m :  
"Given a r i n g  R and a f a m i l y  r  o f  n o e t h e r i a n  o v e r r i n g s  o f  R, 
w h a t  c o n d i t i o n s  on t h e  f a m i l y  r  w i l l  a s s u r e  u s  t h a t  R i s  
n o e t h e r i a n " ?  The main  r e s u l t  o f  t h i s  i n v e s t i g a t i o n  i s  t h a t  
R i s  n o e t h e r i a n  i f  r  c o n t a i n s  a r i n g  w h ic h  i s  f i n i t e l y  
g e n e r a t e d  and i n t e g r a l  o v e r  R. Some o f  t h e  e x am p le s  i n  
C h a p t e r  I I  w i l l  show t h a t  a number  o f  t e m p t i n g  c o n d i t i o n s  
on r  ( e . g .  F c o n t a i n s  a l l  r i n g s  o f  t h e  fo rm  R[x~"*'], x a 
n o n - u n i t  o f  R) a r e  n o t  s u f f i c i e n t  t o  im p ly  t h a t  R i s  
n o e t h e r i a n .
C h a p t e r  I I  i s  d e v o t e d  t o  e x a m p le s .  T o g e t h e r  w i t h  t h o s e  
e x a m p le s  p e r t i n e n t  t o  C h a p t e r  I ,  t h e r e  a r e  e x a m p le s  o f  
n o n - n o e t h e r i a n ,  f i n i t e  d i m e n s i o n a l  K r u l l  r i n g s .  The two 
d i m e n s i o n a l  exam ple  p r o v i d e s  a f i n i t e  d i m e n s i o n a l  K r u l l  r i n g  
w h ic h  i s  n o t  t h e  d e r i v e d  n o r m a l  r i n g  o f  a n o e t h e r i a n  do m ain .
CHAPTER I  
SOME RESULTS ON NOETHERIAN RINGS
In  w ha t  f o l l o w s  t h e  n o t a t i o n  w i l l  b e ,  f o r  t h e  m o s t
p a r t ,  c o n s i s t e n t  w i t h  [ 1 4 ] .  In  a d d i t i o n ,  a l l  r i n g s  a r e
a s s u m e d  t o  b e  c o m m u t a t iv e  a n d  t o  p o s s e s s  an i d e n t i t y .  When 
vie s a y  t h a t  S i s  an o v e r r i n g  o f  R o r  t h a t  R i s  a 
s u b r i n g  o f  S ( d e n o t e d  R c S )  i t  i s  a lw a y s  u n d e r s t o o d  t h a t  
S i s  a  u n i t a r y  m o d u le  o v e r  R. I f  we w i s h  t o  i n d i c a t e  t h a t  
S \R  4= 0 f  we w r i t e  R < S .  F i n a l l y ,  b y  t h e  d e r i v e d  n o r m a l  
r i n g  o f  a  r i n g  R, we mean t h e  i n t e g r a l  c l o s u r e  o f  R i n  i t s  
t o t a l  q u o t i e n t  r i n g .
L e t  R a n d  S b e  r i n g s  s u c h  t h a t  R c S .  The
g e n e r a l  p r o b l e m  o f  r e l a t i n g  t h e  i d e a l  t h e o r y  o f  R and  S
i s  a  f u n d a m e n t a l  g o a l  o f  r i n g  t h e o r y .  I n  t h e  m o s t  g e n e r a l  
s i t u a t i o n ,  v i r t u a l l y  n o t h i n g  c an  b e  s a i d .  How ever ,  w i t h  
a d d i t i o n a l  h y p o t h e s i s  on R and  S, t h e o r e m s  c a n  be  p r o v e d  
w h ic h  r e l a t e  t h e  two i d e a l  s t r u c t u r e s .  A r e s u l t  o f  
f u n d a m e n t a l  i m p o r t a n c e  t o  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  i s  t h e  
f o l l o w i n g :
H i l b e r t  B a s i s  T h e o r e m : I f  R _is a. n o e t h e r i a n  r i n g  and  X
i s  t r a n s c e n d e n t a l  o v e r  R, t h e n  R[X] _is n o e t h e r i a n .
F o r  a p r o o f ,  t h e  r e a d e r  m i g h t  c o n s u l t  [ l 4 , p . 2 0 1 ] .
1
2One c an  q u i c k l y  s e e  t h a t  i f  X i s  t r a n s c e n d e n t a l  o v e r  R 
and  R[X] i s  n o e t h e r i a n ,  t h e n  R m u s t  a l s o  be  n o e t h e r i a n .  
T h i s  p r o v i d e s  t h e  s i m p l e s t  s i t u a t i o n  o f  t h e  fo r m :
R < S: S n o e t h e r i a n R  n o e t h e r i a n .
W ith  t h i s  i n t r o d u c t i o n  we a s k  t h e  f o l l o w i n g  g e n e r a l  q u e s t i o n .
" L e t  R b e  a c o m m u ta t iv e  r i n g  w i t h  i d e n t i t y  and  r  
a f a m i l y  o f  n o e t h e r i a n  o v e r r i n g s  o f  R: What c o n d i t i o n s  on
r  w i l l  a s s u r e  u s  t h a t  R i s  n o e t h e r i a n ? "
T h i s  p r o b l e m  h a s  b e e n  i n v e s t i g a t e d  b y  D a v i s  [ 3 ]  and G i l m e r  
and  M o t t  [ 7 ] .  In  c a s e  D i s  a domain w i t h  q u o t i e n t  f i e l d
K, t h e y  h a v e  shown t h a t  D i s  n o e t h e r i a n  i f  e v e r y  r i n g  S 
s u c h  t h a t  D < S c K  i s  n o e t h e r i a n .  We w i l l  show t h a t  a much 
l e s s  r e s t r i c t i v e  h y p o t h e s i s  on t h e  f a m i l y  o f  o v e r r i n g s  w i l l  
a l l o w  u s  t o  c o n c l u d e  t h a t  R i s  n o e t h e r i a n .  We b e g i n  w i t h  
s e v e r a l  d e f i n i t i o n s ,
(.1.0) D e f i n i t i o n :  I f  R and  S a r e  r i n g s ,  S i s  a  f i n i t e
I n t e g r a l  o v e r r i n g  o f  R i f  S i s  an o v e r r i n g  o f  R and a 
f i n i t e l y  g e n e r a t e d ,  u n i t a r y  R m o d u le .
( 1 . 1 )  D e f i n i t i o n :  A i s  a  p r o p e r  i d e a l  o f  R i f  ( 0 ) < A < R .
( 1 . 2 )  D e f i n i t i o n :  A r i n g  R i s  s a i d  t o  s a t i s f y  t h e
r e s t r i c t e d  maximum c o n d i t i o n ,  ( o r  be  an RMX r i n g )  i f  R/P i s  
n o e t h e r i a n  f o r  e v e r y  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  P o f  R.
The f o l l o w i n g  a r e  t h e n  i m m e d i a t e l y  e q u i v a l e n t :
3(1 )  R i s  an RMX r i n g
(2 )  I f  A i s  an i d e a l  o f  R a n d  P i s  a  p r o p e r
p r i m e  i d e a l  o f  R, t h e n  P + A  i s  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  m odu lo  
P .
(3) I f  A-^  c  Ag c  . .  .An c  . . .  i s  an a s c e n d i n g  c h a i n
o f  i d e a l s  o f  R, one  o f  w h ic h  c o n t a i n s  a p r o p e r  p r i m e  i d e a l
o f  R, t h e n  t h e r e  e x i s t s  an i n t e g e r  k s u c h  t h a t  A . = A . i f
J
1  * J  >  k  •
(4 )  I f  S i s  a  n o n - v a c u o u s  s e t  o f  i d e a l s  o f  R
a n d  t h e r e  e x i s t s  A e S and  P a p r o p e r  p r i m e  o f  R s u c h
t h a t  P C  A, t h e n  S h a s  a  m a x im a l  e l e m e n t  w i t h  r e s p e c t  t o
c o n t a i n m e n t .
F o r  t h e  p r e s e n t  p u r p o s e s ,  t h e  i n t e r e s t  i n  t h e  RMX 
c o n d i t i o n  I s  t h a t  i t  i s  a  t o o l  f o r  I n v e s t i g a t i n g  n o e t h e r i a n  
r i n g s .  The u t i l i t y  o f  t h e  c o n d i t i o n  i s  t h a t  i t  l e n d s  i t s e l f  
e a s i l y  t o  i n d u c t i v e  a r g u m e n t s .
( 1 . 3 )  LEMMA. L e t  R b e  an RMX r i n g  w i t h  S a  f i n i t e
I n t e g r a l  o v e r r i n g  o f  R. I f  P i s  a p r i m e  i d e a l  o f  S
s u c h  t h a t  P f l R  ^  ( 0 ) ,  t h e n  S / p  i s  n o e t h e r i a n .
PROOF: U n d e r  t h e  u s u a l  i s o m o r p h i s m  R/Rfl  P c S / P .
By h y p o t h e s i s  R H P  i s  a  p r o p e r  p r i m e  o f  R. Thus  S / P  i s  
a  f i n i t e  m od u le  o v e r  a  n o e t h e r i a n  r i n g  a nd  i s  t h u s  n o e t h e r i a n .
( 1 . 4 )  COROLLARY* I f  D and  J  a r e  i n t e g r a l  d o m a i n s ,  D
i s  RMX and  J  i s  a f i n i t e  i n t e g r a l  o v e r r i n g  o f  D, t h e n  J
4i s  RMX.
The c o n v e r s e  o f  1 . 4  i s ,  i n  f a c t ,  t r u e  an d  t h i s  w i l l
f o l l o w  f r o m  1 . 1 4 .  I f  R and  S a r e  r i n g s  w i t h  R c S ,  t h e n
A i s  s a i d  t o  h e  a  c o n t r a c t e d  i d e a l  o f  R i f  t h e r e  e x i s t s
an i d e a l  B o f  S s u c h  t h a t  A = B f l R .
( 1 . 5 )  LEMMA. L e t  S h e  a  f i n i t e  i n t e g r a l  o v e r r i n g  o f  R.
S u p p o se
(1 )  A i s  a  p r o p e r  c o n t r a c t e d  i d e a l  o f  R
(2 )  S i s  n o e t h e r i a n
(3 )  No p r o p e r  p r i m e  o f  S c o n t r a c t s  t o  t h e  z e r o
i d e a l  o f  R.
Then t h e r e  e x i s t  p r o p e r  p r i m e  i d e a l s  P^* •••*?]£  o f  
R s u c h  (P-l . .  .P k ) 6C c  A.
PROOF: S i n c e  S i s  n o e t h e r i a n  t h e r e  e x i s t
Q l , . . . , Qk , p r o p e r  p r i m e  i d e a l s  o f  S s u c h  t h a t  
Q l . . . Q k c  Ae . By h y p o t h e s e s  Q. fl R = P . /  ( 0 ) .  Thus
(P1 . . .Pk ) c  (P1 .-. .Pk ) ec  c  (Q1 . . .Qk ) c c  Aec  = A.
( 1 . 6 )  LEMMA. S u p p o s e  R i s  an RMX r i n g  a n d  S i s  a
n o e t h e r i a n  f i n i t e  i n t e g r a l  o v e r r i n g  o f  R. Then i f
P f , P g , . . , , P n a r e  p r o p e r  p r i m e s  o f  R, R / ( P 1 . . .Pn ) e c  i s  
n o e t h e r i a n .
PROOF: We p r o c e e d  b y  I n d u c t i o n  on n .  The c a s e
n = l  i s  i n c l u d e d  i n  t h e  h y p o t h e s i s ;  f o r  i f  P i s  a  p r i m e  
o f  R, p ec  = P [ l 4 ; p , 2 5 7 ] .  S u p p o se  t h e n  t h a t  t h e  c o n c l u s i o n
5o f  t h e  lemma h o l d s  f o r  t h e  p r o d u c t  o f  l e s s  t h a n  n p r i m e s .
L e t  Z h e  a p r i m e  i d e a l  o f  R/(P-^ . . .Pn ) 60 . D e n o te  b y  Q 
t h e  i n v e r s e  im a g e  o f  Z u n d e r  t h e  c a n o n i c a l  hom om orphism .
I t  i s  s u f f i c i e n t  t o  show t h a t  Q i s  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  
m odu lo  (P1 . . . P n ) e c . We c an  t h e n  c o n c l u d e  t h a t  t h e  p r i m e s  o f  
R / f P ^ . . .Pn ) eC a r e  f i n i t e l y  g e n e r a t e d .  R/fP .^ .  . .P n ) ec  w i l l  
t h e n  b e  n o e t h e r i a n  b y  C o h e n ' s  T heorem  [ 2 ; p . 2 9 ] .  S i n c e  
(P1 . . . P n ) c  (P1 . . , P n ) e c  c  Q, o n e  o f  t h e  P ^  s a y  Pn j i s  
c o n t a i n e d  i n  Q. By h y p o t h e s i s ,  Q i s  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  
m o d u lo  P . I t  i s  t h e r e f o r e  s u f f i c i e n t  t o  show t h a t  Pn i s  
f i n i t e l y  g e n e r a t e d  m o d u lo  ( P - ^ , . . P n ) e c .
C o n s i d e r  t h e  R m o d u le s  • *Pn ) 8C an(i
P0 / ] ? ! .  . . P n ) 6 • S i n c e  P 0C = Pn [ l 4 j p . 2 5 7 ] ,  we h a v e
Pn / ( P i  • * *Pn ) 80 c  ^ n / ^ l *  * ' ^ n ^ 6 u n ^ e r  t h e  c a n o n i c a l
0  0
i s o m o r p h i s m .  S i s  n o e t h e r i a n ,  t h u s  P ^ / ( P ^ . . . P ^ ) i s  a 
f i n i t e l y  g e n e r a t e d  S m o d u l e .  F u r t h e r ,  s i n c e
( Pl " - Pn - l ) e ' Pn = <Pl ' - - PJ e ’ Pn / ( P 1 ‘ - - Pn>e 13 a f l r i l t e  
S / (P -^ .  . *Pn „]_)0 m o d u le .  Now s i n c e  S i s  a f i n i t e  R m o d u le ,
S/(P^...P -j^ ) 0 is a finite R module. We can thus conclude
from (?!* • ■•Pn-l) 00 * ^ = (^l,*’^ n-l^0 that 
S/(P^ . . .Pn_3_)6 ls a finite R/fPj. . SC module. Thus
P0 /(Pj. • -Pj-, )6 is a finite R/(Pj . . - P _ j_) 60 module. But
( p l " - pn - l ) eC • Pn c ( p i - - - pn ) e °  implies that Pn/ ( p i .  . .P n ) eC
i s  a l s o  an R / ( P ^ . • .Pn _jL)60 m o d u le  and  t h e r e f o r e
Pn/ ( P l . . . P  ) i s  a  s u b - m o d u l e  o f  a f i n i t e l y  g e n e r a t e d
6u n i t a r y  m o d u le  o v e r  a n o e t h e r i a n  r i n g .  pn / ( • pr) ) 6C i s  
t h e r e f o r e  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  o v e r  R / (P -^ ' ’ *Pn ~ l ) 8C [ - ^ S P • 
I t  t h e n  f o l l o w s  t h a t  P^ i s  a f i n i t e l y  g e n e r a t e d  R m o d u le
/  \ G Cm o d u lo  (P-^. . . P ^ )  a n d  t h e  lemma i s  e s t a b l i s h e d .
( 1 - 7 )  LEMMA. I f  R i s  a r i n g *  t h e n  R i s  n o e t h e r i a n  i f  and
o n l y  i f  R/A i s  n o e t h e r i a n  f o r  e v e r y  p r o p e r  i d e a l  A o f  R.
( 1 . 8 )  COROLLARY. L e t  R b e  an RMX dom ain  w i t h  q u o t i e n t  
f i e l d  K. S u p p o se  S i s  a f i n i t e  i n t e g r a l  o v e r r i n g  o f  R 
s u c h  t h a t  R c  S c  K. Then S i s  n o e t h e r i a n  i f  and  o n l y  i f
R i s  n o e t h e r i a n .
PROOF: The s u f f i c i e n c y  i s  w e l l  known [ l 4 ; p . l 5 8 ] .  To
p r o v e  t h e  n e c e s s i t y ,  we f i r s t  o b s e r v e  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  
n o n - z e r o  c o n d u c t o r  f  o f  S o v e r  R. I f  A i s  a p r o p e r  
i d e a l  o f  R, we c l a i m  t h a t  R/A i s  n o e t h e r i a n .  S i n c e
AS = Ae i s  a p r o p e r  i d e a l  o f  S a n d  S i s  a  d o m a in ,
Ae f  = ASf = Af i s  a  p r o p e r  i d e a l  o f  S .  Now Af c  A, t h u s  
Af i s  a  c o n t r a c t e d  i d e a l .  By 1 . 5 ;  A c o n t a i n s  an i d e a l  o f  
t h e  f o r m  (P1 . . „P ) e c , w h e re  t h e  P.  ^ a r e  p r o p e r  p r i m e s  o f
R. By 1 . 6 ,  R / ( P ^ .  . •Pn ) 8C i s  n o e t h e r i a n .  Now
[ R / ( P 1 . • .Pn ) e c ] / [ A / ( P 1 . . -Pn ) 0C] = R/A an d  t h u s  R/A i s  a 
hom om orph ic  im ag e  o f  a n o e t h e r i a n  r i n g .  R/A i s  t h e r e f o r e  
n o e t h e r i a n  and  R i s  n o e t h e r i a n  b y  1 . 7 .
I n  1 . 8  t h e  h y p o t h e s i s  t h a t  S b e  i n t e g r a l  o v e r  R
i s  n e c e s s a r y  e ven  i f  S = R [ x ] ,  x  e K. To s e e  t h i s ,  l e t  R
7b e  a r a n k  2 d i s c r e t e  v a l u a t i o n  r i n g  w i t h  m ax im al  i d e a l  M 
and  m in i m a l  p r i m e  P.  Then i f  l / x  e M\P, R [x ]  i s  a  r a n k  1 
d i s c r e t e  v a l u a t i o n  r i n g  b u t  R i s  n o t  n o e t h e r i a n .  We n o t e  
t h a t  f i n i t e n e s s  i s  a n e c e s s a r y  p a r t  o f  t h e  h y p o t h e s i s  even  
i f  S. . i ,s . .assumed t o  be  i n t e g r a l  o v e r  R. F o r  e x a m p le , l e t  
K b e  an i n f i n i t e  a l g e b r a i c  e x t e n s i o n  o f  t h e  r a t i o n a l  f i e l d  
k .  L e t  X b e  t r a n s c e n d e n t a l  o v e r  K and  fo rm  t h e  f o r m a l  
pow er  s e r i e s  r i n g  K [ [X ]]  = R. L e t  B d e n o t e  t h e  q u o t i e n t  
f i e l d  o f  R. We o b s e r v e  t h a t  R = K + M, w h e re  M i s  t h e  
m ax im al  i d e a l  o f  R. L e t  D = k  + M. Then D < R < B .  B i s  
t h e  common q u o t i e n t  f i e l d  o f  R and  D s i n c e  t h e y  h a v e  a 
common p r o p e r  i d e a l .  What i s  m o re ,  R i s  t h e  i n t e g r a l  
c l o s u r e  o f  D i n  B. A l t h o u g h  R i s  a r a n k  1 d i s c r e t e  
v a l u a t i o n  r i n g ,  D i s  n o t  n o e t h e r i a n ,  f o r  R i s  c o n t a i n e d  
i n  t h e  f i n i t e  D m od u le  D-X- 1 . Were D n o e t h e r i a n ,  R
w ould  b e  a  f i n i t e  D-module  and  i t  w o u ld  f o l l o w  t h a t  K i s
f i n i t e  o v e r  k .
( 1 . 9 )  LEMMA. L e t  D b e  a domain w i t h  q u o t i e n t  f i e l d  K,
J  a u n i t a r y  o v e r r i n g  o f  D s u c h  t h a t  J  0 K = D. Then 
e v e r y  p r o p e r  i d e a l  o f  D c o n t a i n s  a  p r o p e r  c o n t r a c t e d  
i d e a l .
PROOF: I f  a and  c a r e  n o n - z e r o  e l e m e n t s  o f  D
s u c h  t h a t  c e ( a ) e c , t h e n  c = a b ,  b e  J .  S e t t i n g  b = c / a ,
0  Cwe h a v e  b e J  fl K and  t h u s  ( a )  = ( a )
8( 1 . 1 0 )  LEMMA. L e t  D be  an RMX domain w i t h  q u o t i e n t  f i e l d  
K, J  a f i n i t e  i n t e g r a l  o v e r r i n g  o f  D and  l e t  D* = J f l K .  I f  
D* i s  RMX, J  i s  n o e t h e r i a n  i f  and  o n l y  i f  D* i s
n o e t h e r i a n .  M o re o v e r ,  i f  D* i s  a  f i n i t e  D m o d u le ,  J  i s
n o e t h e r i a n  i f  and o n l y  i f  D i s  n o e t h e r i a n .
PROOF: By 1 .9 #  e v e r y  i d e a l  o f  D* c o n t a i n s  a p r o p e r
c o n t r a c t e d  i d e a l .  Thus b y  a p p l y i n g  1 . 5  and 1 . 6 ,  we c o n c l u d e  
t h a t  D* i s  n o e t h e r i a n  i f  and  o n l y  i f  J  i s  n o e t h e r i a n .
I f  D* i s  a f i n i t e  D m o d u le ,  D* i s  an RMX domain b y  1 . 4 .
Hence b y  1 . 8 ,  D* i s  n o e t h e r i a n  i f  and  o n l y  i f  D i s
n o e t h e r i a n  and  t h e r e f o r e  D i s  n o e t h e r i a n  i f  and  o n l y  i f  J  
i s  n o e t h e r i a n .
( 1 . 1 1 )  LEMMA. S uppose  D i s  a domain w i t h  q u o t i e n t  f i e l d  
K. L e t  L be  a f i e l d  p r o p e r l y  c o n t a i n i n g  K and q an
e l e m e n t  o f  L i n t e g r a l  o v e r  D. Then t h e r e  e x i s t  dom ains
D* c  K and J  c  L su c h  t h a t :
(1 )  D* i s  a f i n i t e  i n t e g r a l  o v e r r i n g  o f  D.
( 2 )  J  i s  a f i n i t e  i n t e g r a l  o v e r r i n g  o f  D [ q ] .
(3 )  J  n K = D*.
PROOF: L e t  t 1 , t g . . . , t k+2 b e  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f
t h e  m onic  i r r e d u c i b l e  p o l y n o m i a l  s a t i s f i e d  by  q o v e r  K.
The t ^  a r e  i n t e g r a l  o v e r  D and 1 ,  q , . . . , q i s  a b a s i s
f o r  t h e  f i e l d  K(q) o v e r  K. Now l e t  D* = D[ t-^ . . . ,  t ^ g ]  and
J  = D[ q , t ^ ,  . . . , t ^  2 ]=D*[ q] . The r e p r e s e n t a t i o n  f o r  a e J
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a s  a  = + a-^q + . . .  + a^Q. i-s u n i q u e .  Thus  a e K i m p l i e s
a = Sq e D* so  t h a t  J 0 K = D * . I t  i s  o b v i o u s  t h a t  J  i s  
a f i n i t e  i n t e g r a l  o v e r r i n g  o f  D[q]  a n d  t h a t  D* i s  a 
f i n i t e  i n t e g r a l  o v e r r i n g  o f  D.
( 1 . 1 2 )  THEOREM. L e t  D bje _an RMX domain  w i t h  q u o t i e n t  
f i e l d  K. S up p o se  t h a t  S i_s _a domain  a n d  a. f i n i t e  i n t e g r a l  
o v e r r i n g  o f  D. Then S iss n o e t h e r i a n  o n l y  i f  D i s  
n o e t h e r i a n .
PROOF: S h a s  t h e  fo rm  D [ q ^ . , . , q  ] ,  By i n d u c t i o n
we c an  assum e n = 1 ,  f o r  D [q ^ ,  . . . , q  i s  an RMX r i n g  b y
1 . 4 .  We a r e  t h e n  r e d u c e d  t o  t h e  s i t u a t i o n  D < D [ q ] . By 
1 . 1 1  t h e r e  e x i s t s  D*, a  f i n i t e  i n t e g r a l  o v e r r i n g  o f  D w i t h  
q u o t i e n t  f i e l d  K s u c h  t h a t  D* = D*[q]  OK. I f  D[ q] i s  
n o e t h e r i a n ,  t h e n  D*[q]  i s  n o e t h e r i a n .  I t  t h e n  f o l l o w s  
f r o m  1 . 1 0  t h a t  D i s  n o e t h e r i a n .
( 1 . 1 3 )  LEMMA. Su p p o se  R i s  a  r i n g  and  S i s  an i n t e g r a l
o v e r r i n g  o f  R. Then i f  S s a t i s f i e s  t h e  a s c e n d i n g  c h a i n  
c o n d i t i o n  ( a , c . c . )  on p r i m e  i d e a l s ,  so  d o e s  R.
PROOF: 1 . 1 3  i s  an i m m e d ia t e  c o n s e q u e n c e  o f  t h e
" l y i n g  o v e r  t h e o r e m "  [ l 4 ; p . 2 5 7 ] *
( 1 . 1 4 )  THEOREM. _If R _is a, r i n g  and  S is_ a. f i n i t e  
i n t e g r a l  o v e r r i n g  o f  R, t h e n  S _is n o e t h e r i a n  i f  and  o n l y  
i f  R i s  n o e t h e r i a n .
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PROOF: The s u f f i c i e n c y  i s  w e l l  known. To p r o v e  t h e
n e c e s s i t y  we f i r s t  n o t e  t h a t  R s a t i s f i e s  t h e  a . c . c .  on 
p r i m e s  b y  1.13 • R m ust  a l s o  be an RMX r i n g .  I f  n o t ,  t h e n  
E = [P |P  i s  a p r i m e  i d e a l  o f  R and  R/P i s  n o t
n o e t h e r i a n }  i s  n o t  v a c u o u s .  The a . c . c .  on p r i m e s  i s
e q u i v a l e n t  t o  t h e  maximum c o n d i t i o n  on p r i m e s .  Thus  l e t  P
be  a m ax im al  e l e m e n t  o f  E. By t h e  l y i n g  o v e r  t h e o r e m ,  t h e r e  
i s  a p r i m e  Q o f  S l y i n g  o v e r  P .  P a s s i n g  o v e r  t o  r e s i d u e s  
modulo  Q we h a v e  R / P c s / Q  w i t h  R/P an RMX domain and 
S/Q a f i n i t e  i n t e g r a l  o v e r r i n g .  Thus b y  1.12, R/P i s  
n o e t h e r i a n .  T h i s  c o n t r a d i c t s  t h e  e x i s t e n c e  o f  P and
t h e r e f o r e  R i s  RMX.
I f  S i s  a  dom ain ,  t h e n  by  1.12 R i s  n o e t h e r i a n .  I f  
S i s  n o t  a domain t h e r e  a r e  two c a s e s  t o  c o n s i d e r .  In  t h e  
f i r s t  c a s e , ,  s u p p o s e  a p r i m e  N o f  S c o n t r a c t s  t o  t h e  z e r o  
i d e a l  o f  R. Then p a s s i n g  o v e r  t o  r e s i d u e s  modulo N we h a v e  
R c S / N  and  we a r e  r e d u c e d  t o  t h e  domain c a s e .  I f  e v e r y  
p r i m e  o f  S c o n t r a c t s  t o  a  p r o p e r  p r i m e  o f  R, t h e n  (0)  h a s
t h e  fo rm  (P^ . „ ■>Pn ) eCj w here  t h e  P^ a r e  p r o p e r  p r i m e s  o f  R.
Then by  1 . 6 ,  R / ( P ^ » . -P ) 6C = R/(0) = R i s  n o e t h e r i a n  and 
t h e  t h e o r e m  i s  p r o v e n .
Theorem 1.14 h a s  n um erous  o b v i o u s  c o r o l l a r i e s .  We 
i n c l u d e  one s i m p l e  a p p l i c a t i o n  a s  a c o m p u t a t i o n a l  d e v i c e .
L e t  k  be  a  f i e l d  a n d  {X^,X2 j> • . . ^Xfi} a f i n i t e  s e t
o f  i n d e t e r m i n a t e s  o v e r  k .  L e t  ( X ^ X g ,  . . . ,X ) b e  t h e  i d e a l
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o f  k[X x 2* • • . ,,X ] g e n e r a t e d  by  t h e  . Then i f  n i s  
any  p o s i t i v e  i n t e g e r ,  t h e  r i n g  D = k + (X-^Xg* - • • jXr  ) n i s
n o e t h e r i a n  s i n c e  e a c h  i s  i n t e g r a l  o v e r  D and
D[X1 , X 2 , . . „,Xn ] = k[X1 ,X 2 , . . . , X j .
As a s p e c i a l  c a s e  o f  o u r  g e n e r a l  p r o b l e m  we c o n s i d e r  
t h e  f o l l o w i n g  q u e s t i o n :  i f  R i s  a domain w i t h  q u o t i e n t
f i e l d  K su c h  t h a t  R [a ]  i s  n o e t h e r i a n  f o r  e v e r y  a e K\R, 
n e e d  R be  n o e t h e r i a n ?  In  g e n e r a l  t h e  a n sw e r  i s  n o .  How­
e v e r  i f  R i s  n o t  a v a l u a t i o n  r i n g  we w i l l  s e e  t h a t  t h e  
a n s w e r  i s  y e s .
L e t  Q be  a l i n e a r l y  o r d e r e d  g ro u p  and Q© Z t h e  
l e x i c o g r a p h i c a l l y  o r d e r e d  d i r e c t  sum o f  Q, and t h e  i n t e g e r s .  
S u p p o se  R i s  a v a l u a t i o n  r i n g  w i t h  t h e  r e s u l t i n g  o r d e r e d  
g ro u p  a s  i t s  v a l u e  g r o u p  [ 9 j P*7 8 ] -  I f  K d e n o t e s  t h e  
q u o t i e n t  f i e l d  o f  R and  a  e K\R, t h e n  R[a ]  i s  e i t h e r  
a r a n k  one d i s c r e t e  v a l u a t i o n  r i n g  on K . I f  J  i s  a 
r a n k  o n e ,  n o n - d i s c r e t e  v a l u a t i o n  r i n g  w i t h  q u o t i e n t  f i e l d  P 
and a  e F \ J ,  t h e n  J [ a ]  = F .  We t h u s  h a v e  t h a t  e v e r y  r i n g  
s t r i c t l y  b e tw e e n  one o f  t h e s e  r i n g s  and i t s  q u o t i e n t  f i e l d  
i s  n o e t h e r i a n ,  b u t  n e i t h e r  o f  th em  i s  n o e t h e r i a n .  I t  t u r n s
o u t  t h a t  t h e s e  a r e  e s s e n t i a l l y  t h e  o n l y  e x c e p t i o n s .
( 1 . 1 5 )  THEOREM. S u p po se  R _is_ _an i n t e g r a l  domain w h ich  i s  
n o t  a v a l u a t i o n  r i n g  and  K j l s  i t s  q u o t i e n t  f i e l d . Then 
R[ a ]  i s  n o e t h e r i a n  f o r  e v e r y  a  e K\R _if and  o n l y  i f  R i s  
n o e t h e r i a n .
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PROOF: The s u f f i c i e n c y  i s  a c o n s e q u e n c e  o f  t h e
H i l b e r t  B a s i s  T h eo re m .  To p r o v e  t h e  n e c e s s i t y  o f  R b e i n g
n o e t h e r i a n j  we f i r s t  o b s e r v e  t h a t  b y  1 . 1 4  we c an  assum e  t h a t
R i s  i n t e g r a l l y  c l o s e d .  By h y p o t h e s i s  R i s  n o t  a
v a l u a t i o n  r i n g ,  h e n c e  t h e r e  e x i s t  a  and  b i n  R s u c h
t h a t  n e i t h e r  a/ b  n o r  ^ / a  i s  i n  R. Thus b y  h y p o t h e s i s ,
R [ a/ b ]  and  R[b/ a ]  a r e  n o e t h e r i a n .  L e t  (V ) be  t h ea  ot£ &
f a m i l y  o f  v a l u a t i o n  o v e r r i n g s  o f  R. Then g i v e n  a  e A, 
e i t h e r  a/ b  o r  b/ a  i s  i n  Va  a n d  c o n s e q u e n t l y  e i t h e r
R [ a/ b ]  o r  R [ k / a ]  ( t h e  r e s p e c t i v e  d e r i v e d  n o r m a l  r i n g s )  i s  
c o n t a i n e d  i n  V . S i n c e  R i s  i n t e g r a l l y  c l o s e d ,  we h a v e
R c  R [ a/ b ]  D R [b/ a ]  c  fl V = R.
~  — aeA a
S i n c e  R [ a/ b ]  and  R [b/ a ]  a r e  n o e t h e r i a n ,  R [ a/ b ]  and
R [ ^ / a ]  a r e  K r u l l  [ 1 2 , p . 118]  and  t h e r e f o r e  R i s  K r u l l
[ 1 3 , p . 1 0 ]0 Now one  d i m e n s i o n a l  K r u l l  r i n g s  a r e  D e d e k in d
d o m ain s  [ 1 3 , p . 13]  and  a r e  t h e r e f o r e  n o e t h e r i a n .  We t h e n
assum e t h a t  d i m e n s i o n  R > 2 .  We now o b s e r v e  t h a t  s u c h  K r u l l
r i n g s  h a v e  an i n t e r e s t i n g  num b er  t h e o r e t i c  p r o p e r t y  w h i c h  we
s t a t e  i n  t h e  fo rm  o f  a lemma.
( 1 . 1 6 )  LEMMA. L e t  R b e  a K r u l l  r i n g  w i t h  an i n f i n i t e
num ber  o f  m in i m a l  p r i m e s  and  a e R w i t h  a  ^  0 .  Then
t h e r e  e x i s t s  b s R s u c h  t h a t :
(1 )  a/ b  i  R
(2 )  I f  c e R and  a c / b  e R, t h e n  c / b  e R .
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L e t  u s  assum e t h i s  f o r  t h e  moment and  c o m p l e t e  t h e  
p r o o f  o f  1 . 1 5 .  S i n c e  we can  assume D K r u l l  and  o f  
d i m e n s i o n  > 2 ,  f o r  x e D, l e t  y  b e  an e l e m e n t  o f  D w h ic h  
s a t i s f i e s  t h e  c o n c l u s i o n s  o f  t h e  lemma. We c l a i m  
( j ) c  = n D = XD. I f  x 0 e ( | ) c , t h e n  l e t
( * )  0 =  X Q +  +  . . . + X D ( f ) n
w i t h  e D and  n m i n i m a l .  I f  n > 1 ,  t h e n  m u l t i p l y i n g
b o t h  s i d e s  o f  t h e  e x p r e s s i o n  (*)  b y  * and  c o l l e c t i n g
t e r m s ,  we a r r i v e  a t :
n 1 n . - l  + 4.
0 -  Xn x o + Xn Xl (~ 7 “ '  + • • • + (  y  ) ,
Xnxw h ic h  i s  an e q u a t i o n  o f  i n t e g r a l  d e p e n d e n c e  f o r  ------ o v e r
XnxD. Thus —  e D w h ic h  a l l o w s  u s  t o  w r i t e :
y
y
\  X
, X \  , ,  ^ / X \ n - 1  , / n  \  , X \ n - l0 = x n + X-, ( - )  + . . . +  X. + (_Li_) (*)0 l vy ; n - l vy '  ' y  ' ' y '
w h ic h  c o n t r a d i c t s  t h e  m i n i m a l i t y - o f  n .  Hence (* )  h a s  t h e
fo rm  x Q = qx w i t h  q e D. I t  t h e n  f o l l o w s  t h a t
D/xD c  D[“ ] / ( - ^ ) D [ ^ ]  . However ,  m odu lo  (—) e v e r y  e l e m e n t  o f  
1/ y y  y
XI)[—] i s  c o n g r u e n t  t o  an e l e m e n t  o f  D and t h e  i n c l u s i o n
*y . ■«* y
t h u s  becom es  e q u a l i t y .  S i n c e  D[—] / ( —)D[—] i s  n o e t h e r i a n ,
y y  y
D/xD i s  n o e t h e r i a n  f o r  any  x e D. T h e r e f o r e  D i s  
n o e t h e r i a n  b y  1 . 7 .
We now p r o v e  1 . 1 6 .  L e t  b be  a n o n - u n i t  o f  R w i t h
t h e  p r o p e r t y  t h a t  no m in i m a l  p r i m e  o f  b c o n t a i n s  a .
T h e r e  m u s t  e x i s t  s u c h  an. e l e m e n t  f o r  by  a s s u m p t i o n  R h a s
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i n f i n i t e l y  many m i n i m a l  p r i m e s  and a  i s  i n  o n l y  a f i n i t e
num ber  o f  th e m .  S u p p o se  bx  = ac  w i t h  x ,  c e D. I n  o r d e r
t o  show t h a t  c / b  e R, i t  i s  n e c e s s a r y  and s u f f i c i e n t  t h a t
v ( c )  > v „ ( b )  f o r  e a c h  e s s e n t i a l  v a l u a t i o n  v o f  R. S in c e  a v > c. i a
b o t h  c a n d  b e R, v« ( c ) > v« ( 1°) w h e n e v e r  v (b)  = 0 .oc oc oc
Let. 1:36 ’^^ l e  e s s e ^ ' t i a l  v a l u a t i o n s  o f  b .  Then f rom
bx  = ac we h a v e  v i (b )  + v 1 (x )  = v i ( a )  + V p(c )  f o r  e a c h  i .
By c h o i c e  o f  b ,  v ^ ( a )  = 0 a l l  i .  Thus v ^ ( b )  + v ^ ( x )  = v ^ ( c )
a n d  s i n c e  v ^ ( x )  > 0  we h a v e  vi (b )  _< v ^ ( c ) .  We t h u s
c o n c l u d e  ( C/ t )  e R.
( 1 . 1 7 )  COROLLARY. I f  D i s  a domain w i t h  q u o t i e n t  f i e l d
K, t h e n  e v e r y  r i n g  S su c h  t h a t  D < S c  K i s  n o e t h e r i a n  
i f  and  o n l y  i f :
(1 )  D i s  a r a n k  one., n o n - d i s c r e t e  v a l u a t i o n  r i n g ,  
o r  (2)  D i s  a r a n k  two v a l u a t i o n  r i n g  s u c h  t h a t  Dp i s
r a n k  one., d i s c r e t e  where  P i s  t h e  p r im e  o f  
h e i g h t  o n e .
o r  (3)  D i s  a n o e t h e r i a n ,  one  d i m e n s i o n a l  dom ain .
PROOF: _ I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  r i n g s  o f  t h e  t y p e  (1)  
a n d  (2)  h a v e  t h e  p r o p e r t y  t h a t  e v e r y  r i n g  b e tw e e n  one o f  
th e m  and i t s  q u o t i e n t  f i e l d  i s  n o e t h e r i a n .  I f  D i s  n o t  a 
v a l u a t i o n  r i n g ,  b y  t h e  p r e v i o u s  c o r o l l a r y ,  D i s  n o e t h e r i a n .  
What i s  m o r e ,  f o r  e v e r y  f i n i t e  c h a i n  <3 o f  p r i m e s  o f  D, 
t h e r e  e x i s t s  a v a l u a t i o n  o v e r r i n g  U o f  D whose  c h a i n  o f  
p r i m e s  i s  c e n t e r e d  on C, ( 1 3 ; p . 2 5 7 ] «  But  i n  o r d e r  t h a t  li
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be  n o e t h e r i a n j  i t  m u s t  b e  r a n k  o n e .  Thus  t h e  c h a i n  C, w ou ld  
h a v e  o n l y  a u n i t  l e n g t h  and  D w o u ld  h a v e  t o  b e  
o n e - d i m e n s i o n a l . T h a t  e v e r y  r i n g  b e tw e e n  a o n e - d i m e n s i o n a l  
n o e t h e r i a n  domain and  i t s  q u o t i e n t  f i e l d  i s  n o e t h e r i a n  i s  
w e l l  known. [ 2 j p . 3 0 ] .
CHAPTER I I  
SOME EXAMPLES
( 2 . 0 )  RMX R i n g s .
A l t h o u g h  some r i n g  t h e o r e t i c  p r o p e r t i e s  a r e  p r e s e r v e d  
u n d e r  i n t e r s e c t i o n ,  e v e n  u n d e r  v e r y  f a v o r a b l e  c i r c u m s t a n c e s ,  
t h e  n o e t h e r i a n  c o n d i t i o n  i s  n o t .
( 2 . 1 )  An e x a m p le  o f  a, n o n - n o e t h e r i a n  domain w h i c h  i s  t h e  
i n t e r s e c t i o n  o f  two o n e  d i m e n s i o n a l , l o c a l  s u b r i n g s  o f  i t s  
q u o t i e n t  f i e l d .
L e t  k  be  a f i e l d  o f  c h a r a c t e r i s t i c  z e r o  and X a
p p
t r a n s c e n d e n t a l  e l e m e n t  o v e r  k .  Then k(X ) a n d  k(X + X )  
a r e  s u b f i e l d s  o f  k (X )  and  i t  i s  n o t  h a r d  t o  show t h a t  
k ( X 2 ) H k (X 2 + X )  = k [ 8 ; p . 3 1 ] .  L e t  Y be  t r a n s c e n d e n t a l  
o v e r  k(X) a n d  d e n o t e  b y  D t h e  f o r m a l  p o w e r  s e r i e s  r i n g  
k ( X ) [ [ Y ] ] .  D = k(X) + M, w h e re  M i s  t h e  m a x im a l  i d e a l  o f  
D. L e t  R -  k ( X 2 ) +M a n d  J  = k ( X 2 + X ) + M .  By 1 . 1 4  e a c h  
o f  R and J  i s  n o e t h e r i a n .  How ever ,  t h e i r  i n t e r s e c t i o n ,  
k + M ,  i s  n o t  n o e t h e r i a n  ( t h e  a rg u m e n t  i s  s i m i l a r  t o  t h a t  
u s e d  i n  t h e  e x a m p le  a f t e r  1 . 8 ) .
We m i g h t  r e m a r k  t h a t  E xam ple  2 . 1 3  w i l l  s o u n d  a n o t h e r  
n o t e  on t h i s  t h e m e .
N o te :  The a b o v e  c o n s t r u c t i o n s  an d  t h e  e x a m p le  w h ic h
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f o l l o w s  C o r o l l a r y  1 . 8  a r e  s p e c i a l  c a s e s  o f  a q u i t e  u s e f u l  
m e th o d  w h ic h  G i lm e r  [ 6 , A-r2]  r e f e r s  t o  a s  "The D+M  
C o n s t r u c t i o n " .
The n e x t  c o l l e c t i o n  o f  e x a m p le s  r e q u i r e s  a h i t  o f  
i n t r o d u c t i o n :
( 2 . 2 )  Non- n o e t h e r i a n ., F i n i t e  D i m e n s i o n a l  K r u l l  R i n g s .
L e t  k  b e  a f i e l d  and (X } „  an i n f i n i t e  c o l l e c t i o n1 o r a e r
o f  a l g e b r a i c a l l y  i n d e p e n d e n t  e l e m e n t s  o v e r  k .  Then 
k [ (X  ) e p ]  I s  a n o n - n o e t h e r i a n  K r u l l  r i n g .  F i n i t e  
d i m e n s i o n a l  K r u l l  r i n g s  w h ic h  a r e  n o t  n o e t h e r i a n  a r e  n o t  so 
e a s y  t o  f i n d .  O n e - d i m e n s i o n a l  K r u l l  r i n g s  a r e  D e d e k in d  
d o m ains  and a r e  t h e r e f o r e  a l l  n o e t h e r i a n .  The b e s t  known 
ex am p le  i s  due  t o  N a g a t a  [ 1 2 , p . 2 0 7 ] .  T h i s  i s  h i s  e x am p le  
o f  a t h r e e - d i m e n s i o n a l  n o e t h e r i a n  domain whose  i n t e g r a l  
c l o s u r e  i s  n o t  n o e t h e r i a n .  S i n c e  N a g a t a  h a s  shown t h a t  t h e  
d e r i v e d  n o r m a l  r i n g  o f  a n o e t h e r i a n  domain i s  a K r u l l  r i n g  
[ 1 2 , p . l l 8 ] ,  h i s  e x am p le  a l s o  y i e l d s  a t h r e e - d i m e n s i o n a l ,  
n o n - n o e t h e r i a n  K r u l l  r i n g .  S i n c e  t h e  d e r i v e d  n o r m a l  r i n g  o f  
a t w o - d i m e n s i o n a l  n o e t h e r i a n  domain m u s t  a g a i n  be  n o e t h e r i a n  
[ 1 1 , p . 1 2 0 ] ,  a n o n - n o e t h e r i a n ,  t w o - d i m e n s i o n a l  K r u l l  r i n g  
c a n n o t  b e  f o u n d  i n  t h i s  m a n n e r .  In  [ l , p . 8 3 ] ,  B o u r b a k i  
i n d i c a t e d  a m e th o d  f o r  c o n s t r u c t i n g  a t w o - d i m e n s i o n a l  K r u l l  
r i n g  w i t h  a n o n - f i n i t e l y  g e n e r a t e d  m in i m a l  p r i m e .  However;  
i n  [ 4 ,  p . 2 ] ,  E a k in  a n d  H e i n z e r  d e m o n s t r a t e  t h a t  t h e  B o u r b a k i  
e x a m p le ,  o r  any  o b v i o u s  m o d i f i c a t i o n  o f  i t ,  m us t  be
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n o e t h e r i a n .  T h i s  a p p a r e n t l y  l e f t  open t h e  q u e s t i o n  o f  t h e  
e x i s t e n c e  o f  a n o n - n o e t h e r i a n ,  t w o - d i m e n s i o n a l  K r u l l  r i n g .  
U s in g  m e th o d s  s i m i l a r  t o  t h o s e  o f  N a g a t a ,  we w i l l  p r o v i d e  
s u c h  an e x a m p le .  We a l s o  g i v e  a somewhat d i f f e r e n t  a n a l y s i s  
o f  N a g a t a 1s e x a m p le ,  a s  w e l l  a s  an e x p l i c i t  f o r m u l a t i o n  o f  
t h e  d e r i v e d  n o r m a l  r i n g  i n  q u e s t i o n .  We f e e l  t h a t  t h i s  i s  
a more e l e m e n t a r y  ( t h o u g h  a d m i t t e d l y  more c o m p u t a t i o n a l )  
a n a l y s i s  o f  t h e  e x a m p le .  We b e g i n  w i t h  a g e n e r a l  
c o n s t r u c t i o n  due t o  N a g a ta  [ 1 2 , p . 2 0 6 ] ,  w h ic h  g i v e s  q u a s i ­
l o c a l  r i n g s  whose d i m e n s i o n  and i n t e g r a l  c l o s u r e  c a n  b e  
c o n t r o l l e d .  We w i l l  be  c o n t e n t e d  w i t h  t h e  c a s e s  g i v i n g  
d i m e n s i o n  two and t h r e e ,  b u t  t h e  g e n e r a l  c a s e  i s  o b v i o u s .
I f  K i s  a  f i e l d  o f  c h a r a c t e r i s t i c  p ^  0 a n d  K*
i s  a s u b f i e l d  o f  K, t h e n  e l e m e n t s  (z  ] _ o f  K a r e  s a i da aeT
t o  be p - i n d e p e n d e n t  o v e r  K* i f  [K *(z  , . . , , z  ) : K * ] = P n------------------------------ ax an
f o r  any  f i n i t e  c o l l e c t i o n  z , . . . , z  . The c o l l e c t i o n
a l  a n
[ z  ] _ i s  s a i d  t o  be  a p - b a s i s  f o r  K o v e r  K* i f  a aer — ——-—
( a )  KP c  K*, (b)  K * ( ( z a }a e r ) = K and ( c )  f z a )a e r  i s  
p - i n d e p e n d e n t  o v e r  K* .
( 2 . 3 )  L e t  K d e n o t e  a  f i e l d  o f  c h a r a c t e r i s t i c  2 w h ic h
h a s  an i n f i n i t e  2 - b a s i s  o v e r  a s u b f i e l d  k .  (F o r  e x a m p le ;
00i f  ( X .J .  _ i s  a  c o l l e c t i o n  o f  t r a n s c e n d e n t a l  e l e m e n t s  o v e r  1 1 J1=0
G F (2 ) ,  s e t  K = GF(2) (X-^Xg, . . . ,Xn , . . . )  a n d  
k = GF(2) ( X ^ X g ,  . .  . ,X ^ ,  . . . ) ) •  L e t  fb± ) ” = 1  and
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d e n o t e  d i s j o i n t  c o l l e c t i o n s  o f  d i s t i n c t  e l e m e n t s  o f  t h e
2 - b a s i s .  F o r  s i m p l i c i t y ,  we assum e K = U w h e r e  Kq = k
i
a n d  Ki + 1  = K1 (b k , c i ) .  L e t  = K ^ [ [ x , y , z ] ]  ( t h e  f o r m a l
p o w e r  s e r i e s  r i n g  i n  t h r e e  in  d e t e r m i n a t e s  o v e r  K. ) ,  R = U E-i '  l l
( n o t i c e  c: Ri + 1 ) a n d  R* = K [ [ x , y j z ] ] .  L e t  S b e  a
r i n g  such  t h a t  R c  S c  R* and  l e t  L b e  t h e  q u o t i e n t
f i e l d  o f  S . The f o l l o w i n g  a r e  t r u e :
(1) R i s  a r e g u l a r  l o c a l  r i n g  o f  d i m e n s i o n  3
a n d  ( x , y , z )  i s  a  r e g u l a r  s y s t e m  o f  p a r a m e t e r s  
o f  R
(2) I f  § e S t h e n  %2 e Rq
(3) S i s  3 - d i m e n s i o n a l ,  q u a s i  l o c a l ,  a n d  t h e
d e r i v e d  n o r m a l  r i n g  o f  S i s  L fl R * .
PROOF: (2)  i s  e a s i l y  v e r i f i e d .  By ( 2 ) ,  R* i s
i n t e g r a l  o v e r  Rq a n d  h e n c e  o v e r  b o t h  R and  S .  S i n c e
R* i s  a p o w e r  s e r i e s  r i n g  i n  t h r e e  i n d e t e r m i n a t e s  o v e r  a 
f i e l d ,  R* i s  a  t h r e e - d i m e n s i o n a l ,  r e g u l a r  l o c a l  r i n g  
[ 1 5 , p - 3 0 1 ] .  T h e r e f o r e  S i s  a t h r e e - d i m e n s i o n a l  r i n g  s i n c e  
R* i s  i n t e g r a l  o v e r  S .  As a n y  r i n g  w h i c h  has.  a  q u a s i - l o c a l  
i n t e g r a l  o v e r  i t  m u s t  b e  q u a s i - l o c a l ,  b o t h  R a n d  S a r e  
q u a s i - l o c a l .  S i n c e  R* i s  i n t e g r a l l y  c l o s e d  [ l 5 , p . 3 0 2 ] ,  
t h e  d e r i v e d  n o r m a l  r i n g  o f  S m u s t  b e  L H R * . We h a v e  
t h u s  e s t a b l i s h e d  ( 3 ) .  To s e e  t h a t  R i s  a  r e g u l a r  l o c a l  
r i n g  we f i r s t  n o t e  t h a t  x , y  and  z o b v i o u s l y  g e n e r a t e  t h e  
n o n - u n i t s  o f  R.  Thus t h e  m a x im a l  i d e a l  o f  R h a s  t h e
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c o r r e c t  num ber  o f  g e n e r a t o r s  and  we n e e d  o n l y  show t h a t  R 
i s  n o e t h e r i a n .  We g i v e  N a g a t a ' s  a rg u m e n t  [ 1 2 , p . 2 0 6 ] ,
L e t  a-Lj . . . J am g e n e r a t e  an i d e a l  A o f  R. We c l a i m
t h a t  AR* fl R = A. Suppose  b e AR* fl R. Then
m *  *
b = . I L a - f .  where  f .  e R * . The e l e m e n t s  b j a n j . . . , a  i = l  1 1  i  1  m
a r e  i n  Kn [ [ x , y j z ] ]  f o r  some n .  We w r i t e  f ^ = f ^  + f ^
w here  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  f ^  a r e  i n  a nd  no c o e f f i c i e n t
o f  f |  i s  i n  . Then l e t  ^e  a  l i -n e a r  b a s i s
f o r  K o v e r  w i t h  = 1 .  Each c o e f f i c i e n t  o f  f !
h
t h u s  h as  t h e  fo rm  . E ^ s . t .  w i t h  s .  e K and  n o t  a l l  s .  = 0 .1 = 2  i i  i n  l
Hence e a c h  c o e f f i c i e n t  o f  m u s t  a l s o  h a v e  t h i s  f o r m .
But  Ea_. f ! e L [ [ x , y , z ]  ] w h i c h  i m p l i e s  e v e r y  c o e f f i c i e n t  o fj- X I]
Ea. f !  m u s t  be  z e r o .  We t h e n  have  b = E a . f .  and c o n c l u d ei i  i i
t h a t  AR* 0 R = A.
We h a v e  shown t h a t  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  i d e a l s  o f  R 
e x t e n d  and c o n t r a c t  t o  t h e m s e l v e s  t h r o u g h  R * . S i n c e  R* i s  
n o e t h e r i a n  [ 1 5 . , p . l 3 8 ]  i t  f o l l o w s  t h a t  R h a s  t h e  a . c . c .  on 
f i n i t e l y - g e n e r a t e d  i d e a l s .  But  t h i s  i m p l i e s  t h a t  R h a s  
t h e  a . c . c .  on a l l  i d e a l s  and  we h a v e  e s t a b l i s h e d  t h a t  R i s  
n o e t h e r i a n .
oo -j oo i
(^*■0 Exam ple  (N a g a t a ) ■ S e t  d = y^EQb ^x  + z ^Eqc^x .
Then R[d]  _is a  t h r e e - d i m e n . s i o n a l  l o c a l  domain whose d e r i v e d  
n o r m a l  r i n g  T ^ s  n o t  n o e t h e r i a n .
PROOF: From (1 )  and (3 )  o f  2 . 3  we h a v e  t h a t  R[d]
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i s  a  t h r e e - d i m e n s i o n a l  l o c a l  r i n g .  L e t  F d e n o t e  t h e  
q u o t i e n t  f i e l d  o f  R. By 2 .3*  T = F ( d )  H R * .  We w i l l  now 
com pu te  T.
N ote  f i r s t  t h a t  t h e r e  i s  an o b v i o u s  f a m i l y  o f  e l e m e n t s
o f  T t h a t  a r e  n o t  i n R [ d ] .  T h i s  i s  t h e  f a m i l y  fdq )” _ 0  w h ich
i s  d e f i n e d  i n d u c t i v e l y  as  f o l l o w s :
d = d o
ai+i = d-[yjl0V J+hSo0JxJl
, T , . ,  00 n 00 -i
N o t i c e :  d. = y . Z  b . ,  + z .E c . ,  . x Ji  j= o  1+J j= o  i + J
L e t  T ' = R [d Q jd1 J d 2 , . . . , d n , . .
We c l a i m :  T = T ’
To se e  t h i s  we f i r s t  o b s e r v e  t h a t  T 1 c  R* and  
R [d]  c  T 1 c  F ( d ) . Thus R [d ]  c  T> c  R* n F ( d )  = T.  Hence
t o  p r o v e  T = T 1, i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  show t h a t  T ' i s
i n t e g r a l l y  c l o s e d .  To t h i s  e n d  we f i r s t  n o t e :
T> - R n a p L c , ]  = [ u r± U  Cdi}~= o ] =
To s e e  t h i s  l a s t  e q u a l i t y ,  we s e e  t h a t  t h e  e x p r e s s i o n  on t h e  
r i g h t  i s  o b v i o u s l y  c o n t a i n e d  i n  t h e  m i d d l e  e x p r e s s i o n .  To 
s e e  t h e  o t h e r  c o n t a i n m e n t ,  o b s e r v e  t h e  i d e n t i t y :
d± = b ±y + c ±z + x d ± + 1  ,
Thus d^ e Rj_+q [ ^  f o l l o w s  t h a t  i f  0 < t  < n  and
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0  < r  < rij t h e n
(**)  R J d J c  R [ d  ] .' > t L r J — n L n J
Any e l e m e n t  § o f  [ UR., ] [ f d ,  }?_ ] m u s t  he  i n  R . [ [ d .  ] ? _  ] f o r
1 3“ X 1—0 v i  X—O
some t  and  q .  By ( * * ) ,  s  6 W W BO T ' - y t h c a y ] .
S i n c e  R ^ [ d 1 ] c Rq+q [ d 1 +2_]j t o  show T '  i n t e g r a l l y  c l o s e d
i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  show t h a t R ^ [ d ^ ]  i s  i n t e g r a l l y  c l o s e d  
f o r  e a c h  i .  L e t  Ti h e  t h e  i n t e g r a l  c l o s u r e  o f  R ^ [ d ^ ] .  
S i n c e  R^ i s  i n t e g r a l l y  c l o s e d  and  T^ i s  an i n t e g r a l ,
o v e r r i n g . ,  p r i n c i p a l  i d e a l s  o f  R^ e x t e n d  a nd  c o n t r a c t  t o  
t h e m s e l v e s  t h r o u g h  h o t h  Ih and R* [ 5 ] .  We t h u s  h a v e
xR* n R± = xR^ a n d  xT^ fl R^ = x R ^ . S i m i l a r l y  we h a v e  
xR* fl 1L = x T ^ . Thus u n d e r  t h e  u s u a l  i s o m o r p h i s m :
Ri / xRi  E  (Ri [ d 1 ] /xR *)  n (Ri [ d i ] ) c T i / x T i c  R*/xR*
U n d e r  t h i s  i s o m o r p h i s m ,  we h a v e  T ^ /x T ^  i s  i n t e g r a l  o v e r  
R j / x R ^ . We now g a i n  some i n f o r m a t i o n  a h o u t  T ^ /x T ^  .
f  d.
L e t  ? = ■ 1  e w i t h  f ^ f ^ ,  f ^  e R^. R e c a l l
§ e R* and  c o n s i d e r  § f^  = f j  + ^ 2^ 1'  R* / xR* we h a v e :
l f 3 =~f1 + f 2a i  = f ± + f ^ t n y  + c ± z )  = + b i f 2y  + c ±f 2z
w h e re  f .  d e n o t e s  t h e  r e s i d u e  o f  f .  m odulo  x .  I f  ?~ = 0,
i  i  . 3
t h e n  b y  t h e  l i n e a r -  i n d e p e n d e n c e  o f  1 , b^  an d  c^  o v e r  
we h a v e  f ^  = f g  = 0 .  T h us  i f  x  d i v i d e s  f ^ j  x d i v i d e s  
b o t h  f ^  and f ^  and b y  f a c t o r i n g ,  f ^  c a n  b e  c h o s e n  so
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t h a t  j /  0 ( x ) . H e n ce ,  u n d e r  t h e  homomorphism
R* R */xR *,  we h a v e :
? !  + ? g d ± ^  + ? 2 ( b 1 y  + c i z )
? =
? 3 F3
Now § i n t e g r a l  o v e r  R^/xR^ i m p l i e s  § € i n t e g r a l  c l o s u r e
(Ri //xRi)[d i ^  ^  ^ i / xRi)^b i y  + c i ^  = ^ [ [ y ^ z ] ]  [ b i y + c ±z ] .  We 
now a p p l y  t h e  f o l l o w i n g .
( 2 . 5 ) LEMMA. K ^ [ [ y , z ] ]  [ b ^ y  + c ^ z ]  i s  i n t e g r a l l y  c l o s e d .
A ssu m in g  t h e  lemma f o r  t h e  moment,  we h a v e
1 e (R^/xRjXcL ] . Thus  b y  u n i q u e n e s s  o f  r e p r e s e n t a t i o n ,
' P . / f 0 a n d  f n / f o  e R . /x H .  • T hus  t h e r e  e x i s t  f n , f i  e R.1  3 2/ 3 1  1  1  2  1j#.
an d  f ^ j f g  e R* s u c h  t h a t
f ^ f g  + x f *  = f g
an d  ^ 3 ^ 1 ' + x f l  ~ f l  *
( f ' f ^ + x f * )  + ( f ' f ^ + x f * ) d .
T h u s :  § = — ------- £  --5--   - — i
3
f t  + fg d .
We t h e n  h a v e  § = f ^  + f g d ^ t  x [ --- ^-------- ]
f l  + f  2 d iS i n c e  f ,  ^  0 ( x )  an d  x [ -----------------]e R* , we c o n c l u d e
3* * 
f  4- f  d .
t h a t  § 2  = [ d ^ d ] e R* [ I 5 , p . l 4 8 ] .  Now £, f  f  gd^ e T^ ,
so  x [ § ^ ]  e xR* fl T± = x T ^ . T h e r e f o r e  e T^ an d  we h a v e
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i r
5 = f ^  + f g d ^  + x ? i  • ^ e t  Mj_ d e n o t e  t h e  m a x im a l  i d e a l  o f  
R. . S i n c e  x  e M. we t h e n  have  T.  = R . [ d . ] + M.T. . S i n c eX J- 1  l  1  1 X
R^ i s  c o m p l e t e ,  we can c o n c l u d e  t h a t  = R ^ [ d ^ ] . [ 1 2 , p . l 0 5 ] .
T h e r e f o r e ,  m odulo  2 . 5  we h a v e  T = IJ R. [ d .  ] .2_ 1
PROOF OF 2 . 5 . S e t  S = K '^[ [ y , z ] ] .  We c l a i m  t h a t  
S '  = S f b ^ y  + c ^ z ]  i s  i n t e g r a l l y  c l o s e d .  F i r s t  n o t e  
S '  E  [ y j 2 ] ]  w h ic h  i s  i n t e g r a l l y  c l o s e d .  T hus
K^+^ [ [ y , z ] ]  c o n t a i n s  J ,  t h e  d e r i v e d  n o r m a l  r i n g  o f  S ' .
N o t i c e  t h a t  ( 1 , b ^ , t ^ c ^ ,  c ^  } i s  an i n d e p e n d e n t  m o d u le  h a s i s  
f o r  K±+1 [ [ y ,  z ] ]  o v e r  S .  Thus i f  t  = ( g !  + g ^ t ^ y  + c . ^ )  J / g ^ e  J -4 
( w i t h  g j_ jg2 ^g3 e S)  we m u s t  have
6 3 / 8 3  + S 2 / / s 3 ( b i y  + c i z ) = s 4 + b i s 5 + c i b i g 6 + c i s 7 w i t h  e a c h  
g^  e S . By u n i q u e n e s s  o f  r e p r e s e n t a t i o n  we m us t  h a v e :
gp = g 3 g4
g2y = g3 g 5
g 2z = g 3 g^ .
The f i r s t  e q u a t i o n  s a y s  g j_ /g3  e S .  The s e c o n d  and 
t h i r d  y i e l d  e S. T h i s  i s  B e c a u s e  S i s  a UFD
[ 1 5 , 1 4 8 ] :  t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  s a y s  t h a t  a n y  i r r e d u c i b l e
f a c t o r  o f  g^  w h i c h  i s  n o t  e q u a l  t o  y,  m u s t  d i v i d e  g^  
a n d  t h e  t h i r d  s a y s  a l l  i r r e d u c i b l e  f a c t o r s  o f  g^ o t h e r  
t h a n  z . a r e  f a c t o r s  o f  g 2 » Thus t  e S '  and  2 . 5  i s  
e s t a b l i s h e d .
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We now show t h a t  T i s  n o t  n o e t h e r i a n . S i n c e
T = U [ x , y j  z] ][dj_] > t h e  n o n - u n i t s  o f  T a r e  g e n e r a t e d  h y
x , y , z  and  t h e  c o l l e c t i o n  fd .  . But  s i n c e
i  1=0
x d i + l + yl3i  + 2Ci  = i t  f o l l o w s  t h a t  x , y ,  a n d  z g e n e r a t e
t h e  n o n - u n i t s  o f  T. Thus i f  T w e r e  n o e t h e r i a n ,  i t  w o u ld  
h a v e  t o  h e  a  r e g u l a r  l o c a l  r i n g .  H ence  T /zT  w o u ld  a l s o  he
a r e g u l a r  l o c a l  r i n g  [ l 5 > P - 3 0 3 ] *  How:
T /z T  = U K± [ [ x , y ]  ] [ e ± ] w h e r e
00 .
e- -  y  .S b .  , .x u . A r e g u l a r  l o c a l  r i n g  m ust  "be i n t e g r a l l y
X X"rJ
00 1c l o s e d  [ 1 5 , p . 3 0 2 ] .  Thus e Q/ y  = .| j0b . x J m u s t  h e  i n  T / z T .
CO -i
Hence  .£ h .xd e K , [ [ x , y ] ] [ c , ] f o r  some t .  We m ust  t h e nj = o  j  u u
CO n  0 0  -f
h a v e :  S ^ h jX J = f t  + g t y  Eob.jX w l t h  f t , g t  e Kt ^ x , y ^  '
0 °  -J
R e d u c i n g  t h i s  e x p r e s s i o n  m o d u lo  y ,  we g e t  .£ h  . x J e K, [ [ x ] ] .<j=o j  u
T h i s  i m p l i e s  b . e Kj. f o r  e v e r y  j ,  how ev er  i s  a  f i n i t e
e x t e n s i o n  o f  K . T he  c o n t r a d i c t i o n  t h u s  i m p l i e s  t h a t  T i s  
n o t  n o e t h e r i a n .
T h i s  c o m p l e t e s  o u r  a n a l y s i s  o f  N a g a t a ' s  e x a m p le .  We 
m i g h t  a l s o  n o t e  t h e  f o l l o w i n g :  Our f o r m u l a t i o n  o f  T shows
t h a t  T /z T  = [ x , y ]  ] [ e - ]  -  KQ[ [ x , y ]  ] [K ] [  f e 1 J " = 0 3 .
T h i s  i d e n t i t y  shows t h a t  T /z T  i s ,  i n  f a c t ,  a n o t h e r  e x am p le  
o f  N a g a t a  [ 1 2 , p . 2 0 7 ] ,  T h i s  i s  h i s  e x am p le  o f  a  n o n - n o e t h e r i a n , 
q u a s i - l o c a l  r i n g  T '  w h ic h  i s  b e tw e e n  a two d i m e n s i o n a l
CO
l o c a l  r i n g  (-^U0 Kj_[ [ x , y ]  ] [ e Q] ) a nd  i t s  d e r i v e d  n o r m a l  r i n g .
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T he r i n g  T,  t h u s  p r o v i d e s  t h e  f o l l o w i n g :
( 2 . 6 )  E x a m p le . A t h r e e  d i m e n s i o n a l , q u a s i - l o c a l , non -  
n o e t h e r i a n  K r u l l  r i n g  T w i t h  a, p r i n c i p a l  m in im a l  p r im e  zT 
s u c h  t h a t  t h e  d e r i v e d  n o r m a l  r i n g  o f  T / z T  _is n o t  _a f i n i t e  
m o d u le  o v e r  T / z T .
PROOF: We h a v e  o b s e r v e d  t h a t  T /z T  i s  b e tw e e n  a
two d i m e n s i o n a l  n o e t h e r i a n  domain and i t s  d e r i v e d  n o r m a l  
r i n g .  Thus t h e  d e r i v e d  n o r m a l  r i n g  o f  T /zT  i s  n o e t h e r i a n
f o r  t h e  d e r i v e d  n o r m a l  r i n g  o f  a t w o - d i m e n s i o n a l  n o e t h e r i a n
dom ain  i s  n o e t h e r i a n  [ 1 2 j p , 1 2 0 ] ,  I t  t h e n  f o l l o w s  f ro m  1 . 1 4  
t h a t  t h e  d e r i v e d  n o r m a l  r i n g  c o u l d  n o t  b e  a f i n i t e  m odule  
l e s t  T /zT be  n o e t h e r i a n .
The f o l l o w i n g  lemma i s  u s e f u l  f o r  c o n s t r u c t i n g  n o n -  
n o e t h e r i a n  r i n g s .
( 2 . 7 )  LEMMA. Suppose  t h a t  R a n d  S a r e  d o m a i n s , R C S ,  
t h a t  S i s  i n t e g r a l  o v e r  R, a n d  t h a t  R i s  i n t e g r a l l y  
c l o s e d  c l o s e d  w i t h  q u o t i e n t  f i e l d  L. L e t  a 
c o l l e c t i o n  s u c h  t h a t :
( 1 )  e S f o r  e a c h  i  .
( 2 ) [L( fy i ] i ) : L ( { y 1 }i ^ j ) ]  = [ L ( y ^ ) : L ]  > 0
Then i f  T = R[ A = ^ y ^ T ,  t h e n  A i s  f i n i t e l y
g e n e r a t e d  i f  and  o n l y  i f  A = T .
PROOF: I f  A i s  f i n i t e l y  g e n e r a t e d ,  we c a n  assum e
"fcw h e r e  fh e R [ }f_=3_3 f o r  some i n t e g e r  t  (w h ic h  c a n  s u r e l y
he  g r e a t e r  t h a n  n ) . We t h e n  w r i t e  t h i s  sum a s
( * * )  y n + i  ’ y n > y n + 2 ^ -  • * y - t ) "** s  ( y q *  • • • * y . ^ ) y n + i
w h e re  h and  g h a v e  c o e f f i c i e n t s  i n  R and  no  t e r m  i n  
h h a s  yn _|_j_ a s  a  f a c t o r .  . I f  y n + q i s  o f  d e g r e e  d o v e r  
L, i t  c a n  b e  .^assumed t h a t  no  p o w e r  o f  yn + q g r e a t e r  t h a n  
d -  2 o c c u r s  i n  t h e  e x p r e s s i o n  g .  T h i s  i s  b e c a u s e ,  b y  t h e  
i n t e g r a l  c l o s u r e  o f  R, t h e  m i n i m a l  m on ic  p o l y n o m i a l  o f  
yn+l  o v e r  L i s  an e x p r e s s i o n  w i t h  c o e f f i c i e n t s  i n  R 
[ l 4 , p . 2 6 0 ] .  H ence  b y  a s s u m p t i o n  (2 )  o f  t h e  h y p o t h e s i s  an d  
u n i q u e n e s s  o f  r e p r e s e n t a t i o n  we c o n c l u d e  t h a t
M y q j  • • ' >yT\*y?\+2.’ ' ' , , y t )  = °* T h u s  i ^  musi  t r u e  t h a t  
g(yj_j • • • ^y^)  “  ! •  How ever ,  s i n c e  yn+q c a n  o c c u r  on t h e  
r i g h t  s i d e  o f  (* )  o n l y  i n  t h e  f o r m  yqyn +q f ° r  some i  
s u c h  t h a t  1  < i  < n ,  i t  m u s t  f o l l o w  t h a t  g ( y ^ ,  • • •>
Hence  A = T .
( 2 . 8 )  E x a m p le ;, W i th  t h e  n o t a t i o n  o f  2 . 3 j  l e t  
D = Kq [ [ x , y ] ] [ {b^x + c i y 3 i = 0 l * ftoen D i s  a  n o n - n o e t h e r i a n , 
q u a s i - l o c a l , tw o  d i m e n s i o n a l  K r u l l  r i n g .
PROOF: I n  2 . 7  s e t  R = KQ[ [ x , y ] ,  S = K [ [ x , y ] ]  a nd
fyj_3q= 0  = f (T3±x + c ±y ) 3”  . S i n c e  S i s  q u a s i - l o c a l ,  i t
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f o l l o w s  f r o m  2 . 7  t h a t  t h e  i d e a l  o f  D g e n e r a t e d  b y  t h e  
c o l l e c t i o n  { (b ^ x  + c ^ y ) ) q _ Q i s  n o t  f i n i t e l y  g e n e r a t e d .  H ence  
I) i s  n o t  n o e t h e r i a n .  S i n c e  K [ [ x * y ] ]  i s  i n t e g r a l  o v e r  D*
D i s  q u a s i - l o c a l  and  two d i m e n s i o n a l .  We now n e e d  o n l y  
e s t a b l i s h  t h a t  D i s  K r u l l .
S i n c e  K [ [ x * y ] ]  i s  K r u l l  [ 1 3 * p . l 2 ]  and 
( i n t e g r a l  c l o s u r e  D) = K [ [ x * y ] ]  fl ( q u o t i e n t  f i e l d  D)* t h e  
i n t e g r a l  c l o s u r e  o f  D i s  t h e r e f o r e  K r u l l  [ 1 3 * p . 1 0 ] .  We 
t h e n  n e e d  o n l y  show t h a t  D i s  i n t e g r a l l y  c l o s e d .  W r i t e
CO
X) = ^ 0 ° !  w h e re  Dq = KQ[ [ x * y ] ]  [ b Qx + CQy ]  a nd  
Lq+q = Dq[bqX + c ^ y ]  . I t  i s  s u f f i c i e n t  t o  p r o v e  Dn 
i n t e g r a l l y  c l o s e d  f o r  e a c h  n .  We p r o c e e d  b y  i n d u c t i o n .  The 
c a s e  n = 0 i s  Lemma 2 . 5 -  I f  i s  i n t e g r a l l y  c l o s e d *  we
now show t h a t  i s  i n t e g r a l l y  c l o s e d .
L e t  f 1 3 f 2 ) f 3 e Dn and  g = f q / f 3+ f 3 / ^ 3  ( \ + ± x  + c n + l y ' 
b e  an e l e m e n t  o f  t h e  q u o t i e n t  f i e l d  o f  w h ic h  i s
i n t e g r a l  o v e r  Dn + 1 . Now Dn + 1 £  Kn +q[ [ x * y ]  ] [Bn+1x + cn+1 y]  
w h ich  i s  i n t e g r a l l y  c l o s e d  b y  2 . 5 . Hence
g e Kn [ [ x * y ] ]  [^n+qX + c n + i y ] * By u n i q u e n e s s  o f  r e p r e s e n t a t i o n *  
we t h u s  h a v e  f j / f ^  a n d  f ^ / f ^  e ^ [ [ x j y ] ]  a n d  c o n c l u d e  t h a t  
f q / f 3  ^ 2 /^ 3  a r e  i n ’t e Sr a l  o v e r  Dn • By i n d u c t i o n
h y p o t h e s i s *  i s  i n t e g r a l l y  c l o s e d .  Thus
and g e Dn [ b n+1x  + c n+1 y ]  . T h e r e f o r e  Dn + 1  i s  i n t e g r a l l y  
c l o s e d .
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( 2 . 9 )  D e f i n i t i o n :  A d o m a in ,  D, i s  s a i d  t o  b e  p r e f a c t o r i a l
i f  e v e r y  m in i m a l  p r i m e  o f  D i s  t h e  r a d i c a l  o f  a p r i n c i p a l  
i d e a l .
( 2 . 1 0 )  LEMMA: The d o m ain ,  D, o f  ( 2 . 8 )  i s  p r e f a c t o r i a l .
PROOF: S e t  KQ[ [ x , y ] ]  = Dq a n d  K [ [ x , y ] ]  = D * . We
o b v i o u s l y  h a v e  DQ < D < D* . E ach  o f  Dq and  D* i s  a
TJFD [ 1 5 , p . 1^ 8 ]  and  t h e r e f o r e  m i n i m a l  p r i m e s  o f  t h e s e  d o m ain s
a r e  p r i n c i p a l  [ 1 3 , p . l 6 ] ,  L e t  P b e  a  m i n i m a l  p r i m e  o f  D.
By t h e  " l y i n g  o v e r "  t h e o r e m  [ l 4 , p . 2 5 7 ] ,  t h e r e  e x i s t s  P* ,
a m i n i m a l  p r i m e  o f  D* s u c h  t h a t  P* fl D = P .  L e t
P„ = P (1 D . S i n c e  D* a n d  D a r e  UFD's  t h e r e  a r eo o o
i r r e d u c i b l e  e l e m e n t s  n  a n d  § o f  DQ a n d  D* r e s p e c t i v e l y
s u c h  t h a t  PQ = n D Q and P* = § D* . We h a v e  II = §k f
w h e re  § d o e s  n o t  d i v i d e  f  s i n c e  n  e P * . I t  f o l l o w s
t h a t  k  m u s t  be e i t h e r  1 o r  2 and f  m u s t  b e  a  u n i t  o f  D*. 
To s e e  t h i s ,  r e c a l l  t h a t  t h e  s q u a r e  o f  a n y  e l e m e n t  o f  D*
p  o \r  p
i s  i n  D . S i n c e  II = § f  . S i n c e  D i s  a UFD ando o
p  . P  Olr Olr P
f  4  IID we h a v e  II d i v i d e s  % . T hus  § = II j  and
i t  f o l l o w s  t h a t  1 = j f . H ence  b o t h  j  and  f  a r e  u n i t s  and
we h a v e  = II2 . S i n c e  II i s  i r r e d u c i b l e  a n d
2§ e D , k  i s  e i t h e r  1 o r  2 .  We t h e n  h a v e  t h a t  e i t h e r
25 = yll  o r  5 = y l l  f o r  some u n i t  y  o f  D * , E ach  o f
t h e s e  c a s e s  i m p l i e s  t h a t  P h a s  a p r i n c i p a l  p r i m a r y .  I f
5 = yll,  we h a v e  P = IID a n d  t h e  a s s e r t i o n  i s  o b v i o u s .  I f
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I f  § 2  = HD , we f i r s t  r e c a l l  t h a t  D i s  a K r u l l  r i n g  and  
h e n c e  Dp i s  a  r a n k  one  d i s c r e t e  v a l u a t i o n  r i n g .  We t h e n  
h a v e
[ ( P * ) 2D**] n Dp = P D p o r  P 2Dp 
I n t e r s e c t  b o t h  s i d e s  w i t h  D a n d  we h a v e
[ ( P * ) 2  n Dp*] n d = (PDp n d)  o r  (p 2d p n d)
S i n c e  D c  D* we h a v e
[ ( ( P * ) 2Dp*) n D*] H D = P o r  p ( 2 ) .
H ence :
(1)  ( p * ) ( 2 ) n D = P o r  P ^ 2 ) .
S in c e  D* i s  a  UPD, ( P * ) ^ 2 ) = ( P * ) 2 . But
(P * ) 2  = (§ D* ) 2  = ? 2D* = IID* and  s i n c e  D* i s  i n t e g r a l
o v e r  D, we h a v e  I l D * n  D = IID . E q u a t i o n  (1)  t h e r e f o r e
y i e l d s :  HD = P o r  P ^ 2 ^. T h us  e i t h e r  P o r  P ^ 2 ) i s
( 2 )p r i n c i p a l .  I n  p a r t i c u l a r  P v 1 i s  p r i n c i p a l  f o r  e v e r y  m in im a l  
p r i m e  P o f  D.
We can  now s e e  t h a t  t h e  d o m a in s D, o f  2 . 8  p r o v i d e s  
o t h e r  I n t e r e s t i n g  e x a m p l e s .
I f  D i s  a domain.,  a f a m i ly , ,  A , o f  n o n - z e r o  i d e a l s  
o f  D i s  s a i d  t o  be  a  m u l t i p l i c a t i v e  s y s t e m  o f  i d e a l s  o f  D 
i f  A,B e A i m p l i e s  AB e A. One can t h e n  g e n e r a l i z e  t h e
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u s u a l  n o t i o n  o f  q u o t i e n t  r i n g .
( 2 . 1 1 )  D e f i n i t i o n : (K ru l l -O h m )  I f  D i s  a  domain w i t h  
q u o t i e n t  f i e l d  K and  A i s  a m u l t i p l i c a t i v e  s y s t e m  o f  i d e a l s  
o f  D, t h e  q u o t i e n t  r i n g  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  m u l t i p l i c a t i v e  
s y s t e m  A, = (x e K | t h e r e  e x i s t s  B e A su c h  t h a t
x B e  Dj.
i s  e a s i l y  s e e n  t o  h e  a r i n g  a nd ,  i n  f a c t ,
= U ^  w h e re  A^ d e n o t e s  t h e  t r a n s f o r m  o f  D w i t h
A Ae A 1 1
r e s p e c t  t o  A [ 1 0 , p . 4 l ] ,  T h e s e  " g e n e r a l i z e d  q u o t i e n t  r i n g s "  
t h e r e f o r e  a l s o  g e n e r a l i z e  t h e  A - t r a n s f o r m .
( 2 . 1 2 )  E x a m p le : The d o m a in , D, o f  2 . 8  i_s a. n o n - n o e t h e r i a n
r i n g  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t y :  I f  A i s  a m u l t i p l i c a t i v e
s y s t e m  o f  i d e a l s  o f  D, t h e n  D < D^ _if and  o n l y  i f  _is
a D e d e k in d  d o m a i n .
PROOF: We a lw a y s  h a v e  D c  D^j s i n c e  D i s  n o t
n o e t h e r i a n ,  i f  D^ i s  D e d e k in d  we m u s t  h a v e  D < D ^ .
C o n v e r s e l y ,  i f  D < D. = U A^, i t  m u s t  f o l l o w  t h a t  D < A™ .
A Ae A 1 1
f o r  some A e  A* S i n c e  D i s  K r u l l ,  Am = (1 Dn w h e re  TT pe p P
i s  t h e  c o l l e c t i o n  o f  m in im a l  p r i m e s  o f  D w h ic h  do n o t
1 —1c o n t a i n  A [ 1 1 , p . 4 3 ] .  Thus AT = (A-  ) “ and we can. t h e r e f o r e
assum e  t h a t  A i s  d i v i s o r i a l .  We c a n  t h e n  r e p r e s e n t  A i n  
( e f  ( en )t h e  f o r m  P^ PI. . .fl P f o r  some f i n i t e  c o l l e c t i o n  o f
m in i m a l  p r i m e s  o f  D. A t r i v i a l  m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  p r o o f
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t h a t  D i s  p r e f a c t o r i a l  shows t h a t  p ( 2 k ) i s  p r i n c i p a l  f o r
2  r (e l )  ( en) 2  ( 2 e i )  ( 2en )
e v e r y  k > 1 . A = [ P]L f l . . .0 P ] c  P1  n . . .0 n .
T h i s  i d e a l  i s  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  p r i n c i p a l  p r i m a r i e s  and  i s
t h e r e f o r e  p r i n c i p a l .  L et q be th e  g e n e r a to r .  Then
c  qD and i t  f o l l o w s  t h a t  q ^ A ^ c D .  Thus q " ^  e and
_ 1 _
we h a v e  D[ q ] c  Ap . Now q i s  a n o n - u n i t  o f  D w h ic h
i s  a two d i m e n s i o n a l ,  q u a s i - l o c a l  K r u l l  r i n g .  Hence D[q
i s  a one  d i m e n s i o n a l  K r u l l  r i n g  and  i s  t h e r e f o r e  a D e d e k in d
domain  [ 1 3 , p . l 3 ] -  T h i s  i m p l i e s  t h a t  A^ i s  an T r v e r r i n g  o f  
a  D e d ek in d  dom ain  and i s  t h e r e f o r e  D e d e k in d  [ 1 0 , p . 7 8 l ] .
( 2 . 1 3 )  E xam ple :  The d o m a in , D^ o f  2 . 8  _is a  n o n - n o e t h e r i a n ,
two d i m e n s i o n a l  K r u l l  r i n g  w h ich  i s , i n  an i n f i n i t e  num ber  
o f  w a y s , t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  a, D e d e k in d  domain and a r a n k
one d i s c r e t e  v a l u a t i o n  r i n g .
( 2 )PROOF: We h a v e  s e e n  t h a t  P v 1 i s  p r i n c i p a l  f o r  any
m i n i m a l  p r im e  P o f  D. I f  P ^ ^ = I 1 D ,  t h e n
D[ i /n ]  n Dp -  D, a s  d [ i/n ] i s  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  a l l
e s s e n t i a l  v a l u a t i o n s  o f  D whose c e n t e r s  on D do n o t
( p\
c o n t a i n  n  [ 1 2 , p . 1 1 6 ] ,  S i n c e  P v 1 = I I D ,  no m in i m a l  p r i m e  
o t h e r  t h a n  P c o n t a i n s  II.
We r e m a r k  t h a t  we h a v e  shown t h a t  t h e  r i n g  D o f  2 . 8
h a s  t h e  f o l l o w i n g  i n t e r e s t i n g  p r o p e r t y .  L e t  A d e n o t e  t h e
fa m ily  o f  m in im al p r im es o f  D. Then i f  T  c  A , H D  i s  a
— P er P
D e d e k in d  domain i f  and o n l y  i f  r  < A .
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In  [ 5 ] G i l m e r  a s k s  t h e  f o l l o w i n g  q u e s t i o n :  S uppose
D i s  an i n t e g r a l l y  c l o s e d  domain w i t h  q u o t i e n t  f i e l d  K.
L e t  L h e  a f i n i t e ,  s e p a r a b l e  e x t e n s i o n  o f  K and  l e t  J  
be t h e  i n t e g r a l  c l o s u r e  o f  D i n  L. Then i f  J  i s  
n o e t h e r i a n ,  n e e d  D he  n o e t h e r i a n ?  A l t h o u g h  we c a n n o t  
a n s w e r  t h e  q u e s t i o n  i n  f u l l ,  we can  make t h e  f o l l o w i n g  
o b s e r v a t i o n s :
I f  J  i s  a  f i n i t e  D m o d u le ,  a s  f o r  i n s t a n c e  when t h e
d i s c r i m i n a n t  i s  a u n i t  o f  D, t h e n  D m u s t  be  n o e t h e r i a n  by
1 . 1 4 .  L e t  d" 1  b e  t h e  d i s c r i m i n a n t  and  c o n s i d e r  t h e  r i n g s
D[d]  and  J [ d ] .  J [ d ]  i s  n o e t h e r i a n  and  a  f i n i t e  D[d]
m o d u le .  Thus b y  1 . 1 4 ,  D[d]  i s  n o e t h e r i a n .  J  i s  an
i n t e g r a l l y  c l o s e d ,  n o e t h e r i a n  d o m a in .  T h e r e f o r e  J  i s  a
K r u l l  domain [ 1 2 , p . l l 8 ]  and  s i n c e  J  fl K = D, D i s  a K r u l l
d om ain .  D[d]  i s  t h e n  a q u o t i e n t  r i n g  o f  a K r u l l  r i n g .  Thus
D[d]  i s  s i m p l y  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  a l l  e s s e n t i a l  v a l u a t i o n
—  1r i n g s  o f  D w h ic h  do n o t  c o n t a i n  d [ 1 2 , p . l l 6 ] ,  S i n c e  d-
i s  a  n o n - u n i t  i n  a t  m o s t  a  f i n i t e  num ber  o f  t h e  e s s e n t i a l
v a l u a t i o n  r i n g s  o f  D, we c o n c l u d e  t h a t  D can  be  r e p r e s e n t e d  
a s  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  a n o e t h e r i a n  K r u l l  r i n g  a n d  a f i n i t e  
num ber  o f  r a n k  one  d i s c r e t e  v a l u a t i o n  r i n g s .  In  2 .1 3  we
s e e  t h a t  t h e r e  a r e  su c h  r i n g s .
( 2 . 1 4 )  Q u e s t i o n :  I s  t h e  I n t e g r a l  c l o s u r e  o f  t h e  domain o f
Example  2 . 8  i n  some f i n i t e ,  s e p a r a b l e  e x t e n s i o n  o f  i t s  
q u o t i e n t  f i e l d  n o e t h e r i a n ?
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We c l o s e  w i t h  a f e w  more  q u e s t i o n s .
( 2 . 1 5 )  Q u e s t i o n :  Does e i t h e r  Exam ple  2 . 8  o r  N a g a t a ' s  
E xam ple  ( 2 . 4 )  h a v e  a m i n i m a l  p r i m e  t h a t  i s  n o t  f i n i t e l y  
g e n e r a t e d ?  Does e i t h e r  r i n g  h a v e  a  m in i m a l  p r i m e  t h a t  i s  
n o t  p r i n c i p a l ?  I n  g e n e r a l ,  i s  t h e r e  a f i n i t e  d i m e n s i o n a l  
K r u l l  r i n g  w i t h  a  n o n - f i n i t e l y  g e n e r a t e d  m i n i m a l  p r i m e ?
( 2 . 1 6 )  Q u e s t i o n :  W ith  t h e  n o t a t i o n  o f  2 .3*  i s  
k [ [ x , y ] J  [ t Qx + c 0 y]  a UPD ? I s  k [ x , y ]  [ b Qx + c oy ]  a 
(JFD ?
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